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離散確率分布



10/22/20212

１ 確率変数



確率変数とは…

10/22/20213

 講義内容は記述統計から推測統計へと
徐々にシフトする。

 まず手始めに、確率変数とは何かを学ぶ。

 確率変数は次のように定義される。

 事象に対して実数値をとる変数である。

 そのとりうる実現値に確率が付与されてい
る。



確率変数とは…（つづき）

10/22/20214

 確率変数は次の2種類に大別される。

1. 離散確率変数：実現値は有限個

もしくは可算無限個

2. 連続確率変数：実現値はある区間

内の任意の実数



確率変数と実現値の一般的な表記

10/22/20215

 確率変数を大文字

で表す。

 実現値を小文字

で表す。



10/22/20216

２ 離散確率変数



確率変数と確率分布

10/22/20217

 離散確率変数 の実現値が小さい順に

௡

であり、対応する確率が

௡

であるとする。

 ただし、

௜ ௜

である。



確率変数と確率分布（つづき）

10/22/20218

 実現値 ௜と確率 ௜との対応関係は次表の
ようになる。

 この対応関係を の確率分布という。

ଵ ଶ ௡ 計

確率 ଵ ଶ ௡



確率変数と確率分布（つづき）

10/22/20219

 ௡は、

௜

௜

௡

௜ୀଵ

を満たす。



確率分布：例

10/22/202110

 偏りのない正六面体のサイコロ大小2個

を同時に投げるとき、出る目の和を と

すると、 の確率分布は次のようになる。
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分布関数

10/22/202111

 離散確率変数 の実現値を小さい順に

௡

とする。

 さらに、任意の実数 に対し、添え字
を

௝

となる最大の整数と定義する。



分布関数（つづき）

10/22/202112

 任意の実数 に対し、 の（累積）分
布関数は次のように定義される。

௑ ௝

ଵ ௝ ௜

௝

௜ୀଵ

 ௑ のグラフは階段状である。



分布関数（つづき）

10/22/202113

 分布関数は以下の性質を持つ。

1. ௑

2. ௑ ௑

3. ∗を満たすに対し、 ௑ ௑
∗



確率変数の期待値

10/22/202114

 離散確率変数 の実現値が ௡

であり、対応する確率が ௡で

あるとする。

 の期待値は次のように定義される。

ଵ ଵ ௡ ௡ ௜ ௜

௡

௜ୀଵ



確率変数の分散と標準偏差

10/22/202115

 の分散は次のように定義される。

 の標準偏差はこの分散の正の平方根

ଶ

である。

ଶ

ଵ
ଶ

ଵ ௡
ଶ

௡

௜
ଶ

௜

௡

௜ୀଵ



期待値・分散に関する性質

10/22/202116

定数 に対し、以下の性質が成り立つ。

1. 期待値：

2. 分散：

ଶ



10/22/202117

３ 複数の離散確率変数



同時確率分布

10/22/202118

 2つの離散確率変数 について、

 の実現値が ௡

 の実現値が ଵ ଶ ௠

であるとする。

 さらに、

௜௝ ௜ ௝

と表記する。



同時確率分布（つづき）

10/22/202119

 の実現値 ௜ ௝ とその確率 ௜௝と
の対応（＝同時確率分布）が得られる。

𝑋∖𝑌 𝑦ଵ … 𝑦௝ … 𝑦௠ 計

𝑥ଵ 𝑝ଵଵ … 𝑝ଵ௝ … 𝑝ଵ௠ 𝑝ଵ
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑥௜ 𝑝௜ଵ … 𝑝௜௝ … 𝑝௜௠ 𝑝௜
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑥௡ 𝑝௡ଵ … 𝑝௡௝ … 𝑝௡௠ 𝑝௡
計 𝑞ଵ … 𝑞௝ … 𝑞௠ 1



周辺確率分布

10/22/202120

 が ௜ をとる確率は

௜ ௜ ௜௝

௠

௝ୀଵ

である。

 同時確率分布の表では、各行の和として与
えられる。



周辺確率分布（つづき）

10/22/202121

 同様に、 が ௝ をとる確率は

௝ ௝ ௜௝

௡

௜ୀଵ

である。

 同時確率分布の表では、各列の和として与
えられる。



周辺確率分布（つづき）

10/22/202122

 の確率分布および の確率分布は、そ

れぞれ表の周辺に現れる。

 これらを（ および の）周辺確率分布と

いう。



共分散

10/22/202123

 確率変数 と の共分散は次のように定
義される。

 は と の関係の強さを表す
尺度である。

 この尺度は と の単位に依存する。

, 
= ௜ ௜

௡
௜ୀଵ , 

= ௝ ௝
௠
௝ୀଵ , 

= ௜ ௝ ௜௝
௠
௝ୀଵ

௡
௜ୀଵ



相関係数

10/22/202124

 確率変数 と の相関係数は次のように
定義される。

 は と の線形関係の強さを
表す尺度である。

 が成り立つ。

= ௜
ଶ

௜
௡
௜ୀଵ , 

= ௝
ଶ

௝
௠
௝ୀଵ



独立性

10/22/202125

 離散確率変数 と に関し、全ての
について ௜௝ ௜ ௝が成り立つとき、
と は互いに独立であるという。

 と が無相関であっても、必ずしも独
立ではない。

 と が無相関とは、 と に線形関係が見
られないという意味である。

 と が独立ならば、これらは必ず無相関
である。



2つの確率変数の期待値・分散に
関する性質

10/22/202126

1. 確率変数 と定数 に対し、和の期
待値に関して以下のことが成り立つ。

2. 確率変数 が無相関（または独立）
である場合、以下が成り立つ。

 



2つの確率変数の期待値・分散に
関する性質（つづき）

10/22/202127

3. 確率変数 と定数 に対し、和の
分散に関して以下が成り立つ。

ଶ ଶ

 が無相関（または独立）である場合、
上の結果は以下のようになる。

ଶ ଶ



10/22/202128

４ 代表的な離散確率分布



ベルヌーイ分布

10/22/202129

 ある事柄が起こる（成功）か起こらな
い（失敗）か二者択一の状況を考える。

1. 客が来る・来ない

2. 宝くじに当たる・外れる

3. コインの表が出る・裏が出る

4. 視聴者がある番組を見る・見ない…



ベルヌーイ分布（つづき）

10/22/202130

 実現値が のみをとる確率変数 を
考える。

 0 = 失敗；1 = 成功

 は成功確率 のベルヌー
イ分布に従う。

X

確率
1-p 確率

p

0
（失敗）

1
（成功）



ベルヌーイ分布（つづき）

10/22/202131

 ベルヌーイ分布に従う確率変数 の期

待値と分散は以下の通りである。



二項分布

10/22/202132

 偏りのない正六面体のさいころ1個を3
回投げ、1の目が出る回数を とする。

 成功確率
ଵ
଺
のベルヌーイ試行を3回行う

と考える。

𝑋 0 1 2 3 計

確率 𝐶଴
1
6

଴ 5
6

ଷ

ଷ 𝐶ଵ
1
6

ଵ 5
6

ଶ

ଷ 𝐶ଶ
1
6

ଶ 5
6

ଵ

ଷ 𝐶ଷ
1
6

ଷ 5
6

଴

ଷ
1



二項分布（つづき）

10/22/202133

 一般に、成功確率 のベルヌーイ試行を
回行う場合を考え、確率変数 を 回

の試行のうち成功する回数と定義する。

 の実現値は である。

 となる確率は

௫
௫ ௡ି௫

௡

である。



二項分布（つづき）

10/22/202134

 このような確率分布を二項分布といい、
で表す。

 二項分布 に従う確率変数 の期待

値と分散は以下の通りである。



ポアソン分布

10/22/202135

 二項分布 において試行回数 が
極めて大きい場合、確率分布を正確に
求めるのは煩雑である。

 発生確率 が極めて小さく、平均値
を一定（ と表記する）とみなし
て差し支えない場合、二項分布を簡単
な公式で近似できる。

 の例：天災の頻度、印刷物の誤植の数、
不良品の頻度…



ポアソン分布（つづき）

10/22/202136

 確率変数 をそのような事象の発生回数
とする。

 平均発生回数 に対し、 となる確
率は

௘షഊఒೣ

௫!

௡→ஶ
ଵ
௡

௡
：ネイピア数

で与えられる。



ポアソン分布（つづき）

10/22/202137

 このとき、確率変数 は平均発生回数λ

のポアソン分布に従うという。

 平均発生回数 のポアソン分布に従う

確率変数 の期待値と分散は以下の通

りである。



ポアソン分布：例題

10/22/202138

ある電器メーカーの工場で生産される液

晶テレビには1000台に4台の割合で不良品

が発生するという。いま500台の液晶テレ

ビがある家電量販店に納品されたとする。

この中に不良品が2台含まれている確率を

求めよ。



ポアソン分布：例題（つづき）

10/22/202139

 不良品の発生確率：
ସ

ଵ଴଴଴

 不良品の平均台数：

 確率変数 を不良品の台数とすると、
となる確率は次のようになる。

௘షమଶೣ

௫!
ଵ
௘మ

ଶೣ

௫!



ポアソン分布：例題（つづき）

10/22/202140

 求める確率は、

ଶ

ଶ

ଶ


